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Resumen

La situacion actual muestra tendencias preocupantes que dificultaran tanto la produccién de
alimentos como la produccién y uso de fertilizantes. Para el afio 2050 la poblacion mundial sera de 9
200 millones, su demanda por alimentos crecera 54% y por fertilizantes 45% en relacion con las de
2015. Los precios de los fertilizantes han crecido considerablemente mas de prisa que los precios
de los productos agricolas, sobre todo, a partir del primer trimestre del afio 2021. Los cambios
de precios y la necesidad de reducir las emisiones de gases de efecto invernadero modifican las
dosis 6ptimo-econdmicas de fertilizaciéon, razén por la cual es necesario ajustarlas. El objetivo
de esta investigacion fue la definicién de las bases econémico-matematicas para la actualizacion
de las dosis 6ptimo-econdmicas de fertilizacion al cambiar los precios de los fertilizantes y de
los productos agricolas. El método fue matematico-deductivo. Se aplicaron, ademas, la teoria de
la Programaciéon matematica no-lineal, la teoria econémica de la optimizacion de ganancias, los
Teoremas matematicos de la envolvente y el Lema Shephard-McKenzie. Las diez proposiciones
obtenidas constituyen los resultados de esta investigacion, y fueron obtenidas mediante un proceso
I6gico-matematico de caracter deductivo. Se concluyd que se deben estimar las superficies de
respuesta para cada cultivo y para cada una de las regiones agricolas de México y crear un sistema
computarizado que analice y actualice las dosis éptimo-econémicas de fertilizacion, conforme se
observen cambios en los precios de los productos y en los de los fertilizantes.
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Introduccion

Los fertilizantes son insumos agricolas imprescindibles para el desarrollo sustentable de la
agricultura en su fase intensiva y para el aumento de los rendimientos de los cultivos. La
intensificacion de la agricultura es una de las tendencias dominantes del desarrollo agricola actual
y es una condicién necesaria, aunque no suficiente, para producir los alimentos que requiere una
sociedad en crecimiento y desarrollo. La Asociacion Internacional de fertilizantes (IFA, 2018) estimé
gue sin la fertilizacion quimica la produccién agricola mundial se reduciria 50%.

Los resultados de Borlaug y Doesell (2004) determinaron que para el afio 2050 la demanda mundial
por cereales sera 50% mayor que la del afio 2000 y que ese incremento se obtendra en un 80%
con la intensificacion de los procesos productivos y en un 20% con un aumento de la superficie
cultivada. La demanda mundial por fertilizantes quimicos aumentara 45%. Por su parte, Gonzalez-
Estrada (2019) estimo que para el afio 2050 México tendra una poblacién de 162.75 millones, su
producto interno bruto per cépita se incrementara en 72.5% y la demanda por alimentos crecera
54% en relacion con la de 2015. Este proceso requerira de un creciente abasto de fertilizantes.

Segun el estudio de Heffer y Prud’homme (2008) presentaron resultados estadisticos que muestran
gue a nivel mundial la relacién insumo-producto entre el precio de los distintos fertilizantes y el
precio del trigo, arroz y maiz aumento durante el periodo 1972-2008, lo cual muestra que los precios
de los fertilizantes crecieron mas rapidamente que los precios del trigo, arroz y maiz. Esa tendencia
secular ha crecido, alin mas, en los afios 2021 y 2022 (Banco Mundial, 2022a). A partir del primer
trimestre del afio 2021, los precios de los fertilizantes se incrementaron exponencialmente y se
espera que aln aumenten durante el proximo afio como se observa en la Figura 1.

Figura 1. Dinamica de los precios de los fertilizantes, 2015-2022.

De acuerdo con el Banco Mundial (2022a), en el afio 2021 el precio medio de los fertilizantes
aumento6 90% y en lo que va de 2022, 30%. Por el contrario, en el primer trimestre del afio 2022 el
precio del trigo ascendié en 30%, maiz y soya 20% y el del arroz 6%. Se espera que el crecimiento
del precio de los fertilizantes continte (World Bank, 2022b). Cambios similares se han observado
también en México, en 2017 el precio de la urea fue de 4.20 $ kg™*; a principios de 2022 la urea en
México se cotizé en $28.00 kg™ y en junio, debido a los subsidios, en $18.00.
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A nivel mundial, los incrementos en los precios de los fertilizantes han reducido la superficie
sembrada y los rendimientos de los cereales mas importantes (Siwa y Rosegrant, 2015). En
México no solo no se han actualizado las dosis 6ptimo-econdmicas de fertilizacion, sino que existe
la idea entre muchos agricultores e incluso técnicos de que no deben cambiar, no ha habido
recomendacion oficial al respecto.

Por otra parte, en la mayoria de las investigaciones que se han llevado a cabo en México se han
calculado las dosis 6ptimas de fertilizacion directamente, a partir de los datos experimentales, sin la
estimacion previa de las superficies de respuesta. Debido a esta deficiencia, la actualizacion de las
dosis de fertilizacion ante los cambios tan significativos en los precios de los fertilizantes requeriria
gue cada uno de los investigadores que llevaron a cabo experimentos de esa clase calculara la
actualizacion, para cada uno de los mas de cien cultivos que existen en México y para cada una
de las 72 regiones agricolas de México (Gonzalez-Estrada, 1990). Tarea gigantesca que se podria
abreviar si se contara con los algoritmos matematicos y computacionales pertinentes.

El objetivo de esta investigacion fue la definicion de las bases econdémico-matematicas que faciliten
la actualizacion de las dosis 6ptimo-economicas de fertilizacion (DOE) al cambiar los precios de los
fertilizantes y del cultivo. La hipétesis central es que las dosis 6ptimo-econdmicas de fertilizacion
estimadas a partir de los datos experimentales quedan invalidadas después de que se presentan
cambios significativos en las relaciones insumo-producto y por ello deben revisarse cada vez que
esos cambios sucedan.

Materiales y métodos

El método de esta investigacion es matematico-deductivo; estda basado en la teoria de
la Programacion matematica no-lineal, en la teoria econémica de la optimizacién de ganancias,
en los teoremas matematicos de la envolvente y en el lema de Shephard-McKenzie (Mas-
Colell et al., 1995).

Es una practica comudn en todo el mundo el uso polinomios cuadraticos en las investigaciones para
estimar las superficies de respuesta de los cultivos a las distintas dosis de fertilizacion (Gonzalez-
Estrada, 1995). La funcion clasica general que expresa la respuesta de los rendimientos (R) a las
distintas aplicaciones de nitrégeno (N), fésforo (P) y potasio (K) es:

R=f(N,P,K) = By + B1 N + B, P+ B3 K+ B4 NP+ B5 NK+ Bg PK- B7 N2 - Bg P2 - B9 K2

Debido a que en México la respuesta a de los rendimientos a las aplicaciones de potasio en
la mayoria de los cultivos ha resultado poco significativa estadisticamente, el polinomio completo
se reduce a:

R=1f(N,P,8) = Bo + B1 N+ B, P+ B3 NP- B, N2 B5 P2 1).
Donde: = (p., Pn, Pp) €S UN vector de cuyos componentes son parametros que se mantienen fijos
en el proceso de optimizacion de las dosis de fertilizacion.

Propiedad necesaria o indispensable de estas funciones es que sean dos veces continuamente
diferenciales, que exhiba rendimientos decrecientes: 62 R/d N2 < 0, 62 R/d P2 < 0 que cumplan
el Teorema Young-Haffer (Sydsaeter et al., 2008): 2 R/9dNdP = 92 R/dPoN y que las funciones
de respuesta sean coéncavas (Takayama, 1991 y 1996). Se debe tener presente que en este
articulo se define a las DOE en términos de los ingredientes activos de Ny P y no en términos de
los productos comerciales.

De esta manera, la funciéon ganancia por hectarea estimada con informacién experimental de
ensayos sobre fertilizacién es:

M= (I-C) = pc (Bo + B1 N+ B2 P+ B3 NP- B4 N2 B5 P?) - py N - pp P 2).

Las condiciones de primer orden para encontrar un punto critico son: pC (B + B3 P24 N) - pN =0.
3). pC (B2+ B3 N2B5P)-pp=0. 4).

Matricialmente:
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-2 84_ B3
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5).

Puesto que la funcion objetivo es cdncava, entonces las condiciones necesarias (3)-(4) son también
suficientes para determinar la solucidn 6ptima. Del sistema (5) se obtienen las siguientes dosis
optimo-econémica de fertilizacion:

, 2B (Py By ) Bs(PpPcBy) 2B, (PpB,)Bs(PyBy)
N'= 20 62 yP= 28 662
pc( BB 63) pc[ BB 83]

(pN'pcB1] / pc]
(PpPB,) / Pc

(+)-

8).

Se debe remarcar que las dosis éptimo-econdmicas de fertilizacion no solo estan en funcion de los
estimadores minimo-cuadraticos, sino que también dependen de los precios de los insumos y de
los productos. La matriz jacobiana del problema de la funcién # (N,P) es:

#n o%n
- N2 ONGP _('pC234N PB,
& & || PR,  P2B
pi aTg c"3 c*Fs

Las condiciones suficientes, de segundo orden, que garantizan que el punto critico encontrado es
un maximo global y Ginico son: -2 pc Bs N< 0 A (4 B4 Bs N- B; %) > 0.

Con el fin de llevar a cabo el analisis de los cambios que sufren las dosis éptimo-econémicas
de fertilizaciébn cuando cambian los precios insumo-producto, es necesario usar precios relativos
(Gonzalez-Estrada, 1995), cuyo numerario sera el precio del producto obtenido en el cultivo
determinado; es decir: p.= 1y ademas: A= (pn/ Pc) Y @= (P / Pc ).

Asi, la funcién ganancia por hectarea es: 7= (I-C) = B, + B, N+ B, P+ B3 NP- B, N*- s P>-AN-P 9).
Donde: >0 Vi=1, 2, ... ,5Ape Pns Pes A, > 0.
Las condiciones de primer orden para encontrar un punto critico son:

('234 Bs (Y)- )\_Bl]
63 -285 PJ)- q)-BZ
10).

Puesto que la funcion objetivo es cdncava, entonces las condiciones necesarias (3)-(4) son
también suficientes para determinar la solucion 6ptima. La dosis 6ptimo-econémica de
fertilizacion (DOE) es:

w2 Bs (AP, ) Bs (0P,

48,883
11).
. 2B, (0-By) 'B32( A-B;)
12), 4B,Bs-By

La dltima etapa del método de esta investigacién consiste en la aplicacion de los teoremas de la
envolvente a expresiones; (6), (7), (11) y (12). De acuerdo con Gonzalez-Estrada (2022) la funcion
objetivo en los problemas de optimizacion irrestricta esta definida en términos de un conjunto de n
variables independientes, que al ser evaluadas en un punto critico x*, se obtiene f(x*).

Este valor 6ptimo de y= f(x) esta en funcién de los k parametros:6,, 6,, 6, 6,, del problema; es decir: y* =
f(x*,0) = f(X,*, Xo*,....%*; 81, 8,,8,8)), donde: X=(X, X»,0,1) EXCR"y 8= (8,, 6,,8, 8)< R,
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Ademas, el vector 6ptimo, x* (B), también esta en funcién del vector de paradmetros, razén por la
cual: f* (8) = f (x* (0); 0). La respuesta a la pregunta de como cambia f *(8) ante el cambio en uno
de los parametros: 6;, se encuentra en el teorema de la envolvente.

Segun Gonzélez-Estrada (2022), en los problemas de optimizacion con restricciones en igualdad,
la funcidn objetivo esta definida en términos de un conjunto de n variables independientes, que al
ser evaluadas en un punto critico x*, se obtienen L (x*, A*) y f (x*, A*). Estos valores 6ptimos del
lagrangeano de la funcién objetivo y de las variables de eleccién estan en funcion de los k
parametros: 6,, 6,,0,6,, del problema; es decir; y* = f (x*, A*; 8)=f (Xo*, Xo5A, X,*, A%, A, *,.., A%
04, 6,,..., 6,) = *(0,, 6,,...,8,) y ademas L* = L (x*, A*; 8) = L (X%, Xo *,.cey X0 %, A %, Ao %A %5 B4,
8,,8,8)) = L* (8, 0,,..., B). Donde: x= (X1, Xp,..., X))EXC R", A= (\; *,..., An *) € R" y 8= (8,
6s,....8) € R

Note que x*(8), esta también en funcion del vector de pardmetros, razén por la cual: f* (B) = f (x *

(6), A * (B); 8). La respuesta a la pregunta de cémo cambian f * (8) y x * (6) ante el cambio en uno
de los parametros: ©;, se encuentra en el siguiente teorema (Gonzalez-Estrada, 2022).

Teorema de la envolvente

Si las funciones f (x, A; 0), f (x* (8), A* (6); 8) y x* (B) son continuamente diferenciables y si f* () =
f (x*, A*; B) = Max f (x,0) para x= €X, y x* (8) es un punto critico, entonces:

af (0) of(x*(0),A*(0);8)  Af(x);0)

96, - 96; = T 09

x=x%0)

Por otra parte, el cambio de la solucién 6ptima, x*( 8), ante un cambio en alguno de los
parametros es, simplemente: dx *(8) é/ 6)).

Resultados y discusion

De acuerdo con (6)-(7), las dosis 6ptimo-econdmicas de fertilizacion no son invariantes ni fijas, sino
cambiantes. Es cierto que las relaciones naturales expresadas en los datos experimentales y en
estimadores minimo-cuadréticos de las superficies de respuesta se pueden considerar constantes
en el corto y mediano plazo, aunque no en el largo. Sin embargo, las dosis éptimo-econémicas
de fertilizacién son cambiantes, porque dependen de la variacién de las condiciones econdmicas,
expresadas en este caso, en las relaciones de precios insumo-producto A y @.

Proposicion 1

La DOE de nitr6geno y la de fésforo aumentan conforme aumenta el precio del producto obtenido
en el cultivo; es decir:

13).
Demostracion (por construccion). De acuerdo con el teorema de la envolvente aplicado a (6) y (7):

N PcB,Ba( 4B,BsB3)-( 4B,BcB3) [2Bs(PyBy) Bs(PpPcBy) |

dp.~ 212
¢ Pc(4B,B563)
Por otra parte,

6_N*_pCBZ+2 Bs(Py By ) *Bs(PpPcBy) 20
Ipc pc( 4 B485'35]
14).
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Dado que, de acuerdo con las condiciones de suficiencia: pc (4 Bs Bs - B; °) > 0; ademas:
Pc B2 B es positivo; 2Bs (P - B1) > 0, (Pr - Pc B2) > 0 = B (e - Pc B2) > 0. Por otra parte:
P '(4B4BS'B§) [-2B4(PpBy) Bs(PwBy)]  gpr 2B, (PpPy)+Bs(PyPy) -0

e pc(43455'35]2 0P po((4B,B563)

15).

Dado que: 2B, (pe - B2) > 0y B (P - B1) > 0y pe (4B4 Bs - Bs ?) > 0.

Proposicion 2

La dosis 6ptimo-econémica de nitrégeno disminuye conforme aumenta el precio del nitrégeno y
también disminuye con los aumentos en el precio del fésforo; es decir:

ON* _ON*
apN < Oa_pp <0
16).
Demostracion (por construccion).
2

oN* -285pc(48485-[33) ~ 2B <0
op. - 2= 2

PN [po(48,882) ] Pc(4ByBsBs)
17).

aN'_ Bs2Bs(PyBy)

e [oc4,5,15))
18).

Proposicion 3

La dosis 6ptimo-econdmica de fésforo disminuye conforme aumenta el precio del fosforo y también
disminuye con los aumentos en el precio del nitrégeno; es decir:

oP* _9P"
a—pp < Oa—pN <0
Demostracion (por construccion). Después de aplicar el teorema de la envolvente a (6) y (7), se
obtiene:
2

o 2B,[pc(48,8:3) | _ 2B, <0
op. 2 o 2

P [p.(48,8-4%)] pc(4B,B5B;)
20).

2

o _Bs[Pc( 48,863 | _ By <0
Jp. - 2 - 2

PN [p(48,8:82)]°  Pc(4BiBsBs)
21).

Hasta aqui, se han analizado los efectos parciales que los cambios en los precios individuales
tienen en las dosis éptimo-econémicas de fertilizacion. Sin embargo, en la realidad se pueden
presentar variaciones simultaneas de diferente magnitud en el precio del producto y en los de los
fertilizantes, razén por la cual cambian los precios relativos y a consecuencia de ello, las dosis
optimo-econémicas de fertilizacion.
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Ademas, en la situacion actual se observan aumentos en los precios de los fertilizantes
acompafados de incrementos en los precios, lo cual no necesariamente significa que los efectos
de esos cambios se contrarrestan y que no modifican las dosis éptimo-econémicas de fertilizacion.
En el andlisis que sigue, se muestra que no son relevantes los cambios absolutos de los precios de
los productos y los cambios en los precios de los fertilizantes. Lo correcto es analizar los cambios
en las dosis Optimas de fertilizacién en términos de los cambios relativos en los indices de precios
insumo-producto: A= (pn /Pc) Y ¢= (Pp /Pc)-

Proposicion 4

La dosis 6ptimo-econdémica de nitrdgeno disminuye conforme aumentan los precios insumo-
producto; es decir:

P <V <0

26).
Demostracion. De la aplicacion del teorema de la envolvente a (11) y (12) se obtiene:

ON* '285(48485'85)__ 28 -
O [apppl]”  4BBsB;
27).
a_l\I*_'B3(48465'B§):_ By -
007 [apppl]"  4B,BHs
18).

0

0

Proposicion 5

La dosis optimo-econdmica de fosforo disminuye conforme aumentan los precios insumo-producto;
es decir:

o <0‘3§’p <0

=5

29).
Demostracion. De (11), (12) y de la aplicacion del teorema de la envolvente, se obtiene:

aP*_'B3(4B485'832>,2) _. By 5 <0
o [4B,8-87]  4B.BPs
30).

ap* 2 B4(46485'8%) _ 2B,

= = <0
00" [ap,poB2]"  4BBsH
31).

Proposicion 6

El efecto de un cambio en el precio relativo del fésforo sobre la dosis 6ptima de nitrégeno es igual
al efecto de un cambio en el precio relativo del nitrégeno sobre la DOE de potasio:

N*_op*
9 ~0X

=5
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32).

Demostracién obvia a partir de (28) y (30). Una especie de condicién de reciprocidad (Chiang y
Wainwright, 2012) es la que se obtuvo de (32).

Proposicion 7 (simetria de los efectos cruzados)

El efecto cruzado que los cambios en la relacion de precios fésforo/producto tienen en las
ganancias, através del de la dosis 6ptima de nitrdgeno es igual a los que tienen sobre las ganancias
los cambios de los precios nitrégeno/producto, a través de la dosis 6ptima de fésforo:

9°n _ 9°n
ON9 0P'9A

Proposicion 8

Los aumentos en los precios de los fertilizantes ya sean absolutos o relativos, hacen disminuir la
ganancia de los agricultores, mientras que los aumentos en los precios del producto obtenido la
hacen aumentar:

Jm* om* dm* . dm* . Om*

apN<Oa—pp<0ﬁ<0%<06—pc>0

33) (demostracion obvia).

Con el fin de conocer en cuanto cambian las ganancias cuando cambian los precios del producto
y de los fertilizantes, se aplicé el lema de Hotelling, que se encuentra en Varian (1992); Mas-Colell
et al. (1995); Jehle y Reny (2011) y se obtuvo la siguiente proposicién.

Proposicion 9

En la vecindad de la solucién 6ptima, un aumento unitario del precio del producto aumenta las
ganancias en R * pesos, mientras que un aumento unitario del precio del nitrégeno o del fésforo
disminuye la ganancia en N * P * pesos, respectivamente:

Ot _ o O _ eI L
'apN ’6pP

34).
Demostracion. Dado que: T * (Pc, Pn: Pe) = Pc R * (P, Py Pe) - Pu N * (Pe, Prs Pr) - Pe P * (Pc, Pas
Pe), €ntonces, de acuerdo con el teorema de la envolvente (Simon y Blume, 1994):

*

0T (Pe Py Pp) _r* O (P Py Pp) N 0T (Pe Py Pp)

6pc ’ apN ’ app

Proposicion 10

Después de dividir el primer postulado de (34) entre el segundo y luego, el primero entre el tercero,
se obtiene:

A —t— A i—

35).

Puede suceder; sin embargo, que no obstante los cambios en los precios de los productos y de los
fertilizantes, resulte mejor en términos de ganancias, que aln se use la anterior DOE de fertilizacién
o incluso, que se incremente. Este caso sucederia si los cambios positivos producidos por un
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incremento en el precio del producto superaran la disminucién en las ganancias debida al aumento
de los costos por el encarecimiento de los fertilizantes. Este evento también es explicado por el
analisis previo.

En la mayoria de los casos las dosis 6ptimo-econémicas de fertilizacién aplicadas en la agricultura
mexicana son invalidas, ineficientes y anacrénicas, debido a que no se consideran los costos
ambientales y ecolbgicos y a que se les considera fijas e inmutables, por lo que errbneamente no
se les revisa y actualiza al cambiar las relaciones de precios insumo-producto.

Desafortunadamente, por facilidad, la dosis 6ptimo-econdmica para un cultivo y para un lugar
especifico se calcula directamente a partir de los datos experimentales, sin la estimacién previo de
las superficies de respuesta. Por esto es que la revision frecuentemente las DOE vy actualizarlas
para 100 cultivos y 70 regiones resultaria muy costosa e ineficiente. Ademas, en la estimacion de
las superficies de respuesta se deben considerar también los costos ambientales que se producen
con la fertilizacidn quimica en la agricultura (Gonzéalez-Estrada y Camacho, 2018 y 2017).

Sin la consideracion de estos costos las DOE de fertilizacion no podrian ser éptimas
econOmicamente, ni eficientes desde el punto de vista del bienestar social y ambiental. En
el documento donde se considera la implementacion de las acciones de mitigaciéon para el
cumplimiento de los objetivos de reduccion de emisiones comprometidos en el Acuerdo de Paris
por parte de México (INECC, 2021), no se consideran acciones para el control de emisiones
de gases de efecto invernadero producidas por la fertilizaciéon quimica nitrogenada, no obstante
gue esta la principal fuente de emisiones de la agricultura mexicana. Por estas razones, resulta
apremiante una nueva politica de ciencia y tecnologia para el campo mexicano (Gonzalez-Estrada,
2020).

Conclusiones

Las diez proposiciones obtenidas validan la hipotesis central de esta investigacion. La no-
actualizacion de las dosis 6ptimo-economicas de fertilizacion al cambiar tan significativamente los
precios de los productos o de los fertilizantes, en la mayoria de los casos produce ineficiencia,
reduccion en las ganancias de los agricultores y mayores emisiones de gases de efecto
invernadero. El uso de fertilizantes quimicos en la agricultura es ineficiente e irracional, porque
no se siguen las DOE de fertilizacién y porque no se consideran los costos de las emisiones que
producen los fertilizantes nitrogenados.

Se debe mejorar la eficiencia en el uso de fertilizantes y las practicas de aplicacién; se debe
promover: el uso de fertilizantes de lenta liberacién de nitrdgeno, la aplicacion de fertilizantes
organicos y el uso de microrganismos que mejoren la nutricion de las plantas. Se recomienda
estimar las superficies de respuesta para cada cultivo y para cada una de las 72 regiones agricolas
de México. En el calculo de las dosis 6ptimo-econdémicas de fertilizacion se deben considerar
también los costos ambientales que se producen con la fertilizacién quimico-nitrogenada en la
agricultura.

Se propone, ademas, la creacion de una base de datos con los resultados experimentales de
fertilizacion, para cada cultivo y para cada una de las regiones agricolas del pais. También se
propone que se desarrolle un sistema computarizado que actualice las dosis 6ptimo-econdmicas
de fertilizacion inmediatamente después de que se conozcan los nuevos vectores de precios, para
cada cultivo y para cada una de las regiones del pais. Por ultimo, se sugiere también que se incluya
el control eficiente de emisiones de gases de efecto invernadero producidas por la fertilizacion
guimica nitrogenada en la agricultura mexicana en la implementacién de las acciones de mitigacion
para el cumplimiento de los objetivos de reduccién de emisiones comprometidos en el Acuerdo de
Paris por parte de México.

Las DOE de fertilizacién con costos ambientales reduciran los rendimientos esperados, por lo que
resulta apremiante una nueva politica de ciencia y tecnhologia para el campo, orientada hacia el
desarrollo sostenible, que mejore los rendimientos y la rentabilidad y que se adapte al control de
emisiones requerido para evitar los efectos catastréficos del cambio climético.
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